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Een eenvoudig wereldmodel met 
stochastische en besliskundige elementen 
T.M.T. Coolen, J. Grasman, R. Ploeger en G.M. Willems 
1. Inleiding 
De werkgroep Biomathematica van het Mathematisch Centrum legt zich er-
op toe modellen te konstrueren en te analyseren die de ontwikkeling van po-
pulaties beschrijven (populatiedynamika). Hierbij kan men twee werkwijzen 
onderscheiden. In het ene geval probeert men een streng wiskundige analyse 
te maken van een eenvoudig model, zoals een Volterra-Lotka systeem [3]. Bij 
de andere methode gaat men uit van het te bestuderen verschijnsel en pro-
beert zoveel mogelijk aspekten ervan in het model te vatten. Veelal zal het 
model zo gecompliceerd zijn, dat men zijn toevlucht neemt tot numerieke 
simulatie. Het onderzoek, waarvan verslag wordt gedaan in dit rapport, kan 
beschouwd warden als een verkenning van de problemen, die men hierbij ont-
moet. 
Tevens is dit rapport bedoeld om niet-wiskundigen een indruk te geven 
van de mogelijkheden, die men heeft bij het opzetten van een wereldmodel. 
Voor de wiskundige is het niet te vermijden dat hij buiten zijn wiskundig 
specialisme komt bij de behandeling van meer gecompliceerde modellen. Dit 
is op zichzelf niet erg daar de gebruikte wiskundige methoden vaak elemen-
tair zijn. Het komt er in de eerste plaats op aan dat hij zich weet aan te 
passen aan de nieuwe problematiek met z1Jn vaak moeilijk kwantifiseerbare 
gegevens. Anderzijds zouden biologen, economen en sociologen bij het doen 
van experimenten en het verwerken van gegevens reeds aan het wiskundig 
model kunnen denken, zodat men bij het interdisciplinair werken niet het 
gevaar loopt om een tweede toren van Babel te bouwen in plaats van een 
bruikbaar wereldmodel. 
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Bij het opstellen van een wereldmodelhebben WJ.J ons laten leiden door 
de gedachte, dat zo'n model beslissingen van bestuurders moet kunnen na-
bootsen. Aangezien bij deze beslissingen een groot aantal faktoren betrok-
ken zijn, die in ons model niet voorkomen, zullen wij tevens verstoringen 
van het model beschouwen. Deze kunnen deterministisch (b.v. periodieke ver-
storingen) of stochastisch zijn. 
In het wereldmodel van Forrester [2] ligt de nadruk op de ontwikkeling 
van de produktiekapaciteit. Aan de hand van vele getabelleerde gegevens 
worden verbanden gelegd tussen grootheden, zoals populatie, vervuiling, 
voedselvoorraden en hun groei. Op deze wijze heeft men een model ontwikkeld 
dat de wereld als dynamisch systeem beschrijft. De tendens is dat exponen-
tiele groei zichzelf teniet kan doen door de in het model veronderstelde 
terugkoppeling (uitputting). Voorgesteld wordt deze exponentiele groei be-
wust af te remmen (begrensde groei). 
2. Een wereldmodel met sturing 
In een tweetal artikelen [4,5] beschouwen Van der Grinten en De Jong 
een gewijzigd wereldmodel, waarin het mogelijk is te sturen. Zij analyseren 
dit met behulp van methoden uit de meet- en regeltechniek. Er warden een 
aantal toesta:ndsgrootheden ingevoerd, die wij aangeven door de toestands-
vektor X = {P,I,V,B}, de componenten van deze vektor zijn 
p = populatie, 
I = investeringen, 
V = vervuiling, 
B = bodemschatten. 
De verandering van de toestandsvektor X voldoet aan de vergelijking 
( 1 ) dX dt = G(X) • 
Wanneer men de verandering (de afgeleide) van de toestandsgrootheden geeft 
als funktie van de toestand X en als de toestand op een tijdstip t = t 0 
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bekend is, 
dan is het mogelijk de toestandsvektor op het tijdstip t te bepalen. 
Wanneer men spreekt van een systeem, dan bedoelt men een stelsel verge-
lijkingen van het type (1) met beginwaarden (2). 
Als t-t0 klein is, kunnen wij X(t) benaderen door 
( 3) 
Door dit te herhalen kan een benadering voor X(t) voor elke t > t 0 gevonden 
worden. Deze berekeningen worden op een computer uitgevoerd. Dit rekenpro-
ces is een voorbeeld van "numerieke integratie". Over het algemeen wordt 
niet formule (3) gehanteerd; er bestaan betere formules aangepast aan het 
stelsel vergelijkingen. 
Daar X en G vektoren ZlJn stelt (1) eigenlijk een stelsel van 4 verge-
lijkingen voor, deze worden differentiaalvergelijkingen genoemd. Het stel-
sel differentiaalvergelijkingen, dat in [5] geformuleerd wordt, zal het 
uitgangspunt vormen van dit onderzoek: 
(4a) dP P{a 1ul 1(v)r2 (MSL) - a2 r 3(v)r4(MSL)} -= , dt 
( 4b) dI I{a3~r5(B)-a4} - F(u1,~,u3 ,u4) -= dt 
(4c) dV Pu3r6(I,P) - V/TV, = dt 
(4d) dB dt = -Iu4f5(B) , 
waarin a 1 = .04, a = 2 .025 en 
(5a) r 1 = -.015 v/v0 + 1.015, 
(5b) r2 = -.15 MSL + 1. 15, 
(5c) f3 = 
(5d) f4 = 
f4 = 
(5e) f5 = 
(5f) f6 = 
f6 = 
(5g) MSL 
(5h) TV = 
.05 V/V0 + ,95, 
-1. 6 MSL + 2. 6 




= IB/(PB0 ) , 
.17 V /VO + . 83. 
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als MSL < 
als MSL > 1 , 
als I < P , 
als I> P 
De koppelingen tussen de toestandsgrootheden warden aangegeven door f .. 
l 
Merk op dat I en B niet afhangen van Pen V, het is mogelijk het stelsel 
(3b), (3d) exact op te lossen voor F = O, zie Appendix A. T is de halve-
v 
ringstijd voor de vervuiling. De coefficienten u 1, 1½' u3 en u4 ziJn 
stuurvariabelen, zij hebben de waarde 1 als men niet stuurt. MSL (Material 
Standard of Living) is een maat voor de welvaart. De beginwaarden van het 
systeem, gegeven in genormeerde eenheden, ziJn op het tijdstip t 0 = 1970 
(6) B = 8 x 10 11• 0 
Het systeem is nu volledig gedefinieerd door (4), (5) en (6). 
In dit onderzoek zal F = 0 gesteld warden. Er warden dus geen inves-
teringen gevraagd om het systeem te sturen. Om de resultaten op deze wijze 
niet te flatteren wordt aangenomen dat men niet over de stuurcoefficient 
u3 beschikt (u3=1), men kan dan in het model de vervuiling niet direkt be-
strijden. Dit moet gebeuren door de investeringen af te rem.men (1½<1). Dit 
geldt voor het gegeven systeem. Kijken wij naar de werkelijkheid dan zou 
men de investeringen juist moeten stimuleren voor zover zij geen aanleiding 
geven tot vervuiling. Aangezien in dit model aangenomen wordt dat voor een 
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hoeveelheid nieuwe investeringen een evenredi.ge hoeveelheid bodemschatten 
gebruikt wordt, zullen wij moeten stellen 1½ = u4. De aanname, dat u4 on-
afhankelijk van u2 gevarieerd zou kunnen warden, zou betekenen dat in het 
model met nieuwe technologische middelen, die minder bodemschatten gebrui-
ken (b.v. recycling), rekening gehouden wordt, zonder dat deze investering-
en zouden vereisen. Wil men recycling in het model opnemen, dan is het 
noodzakelijk de funktie F ~ 0 te kiezen. 
In het hier uitgewerkte model wordt als volgt een stochastisch element 
ingebouwd. Het stelsel (4) wordt op de EL.XS van het MC numeriek geinte-
greerd met behulp van een Modified Runge-Kutta schema. De coefficienten 
warden op vaste tijdstippen blootgesteld aan door het toeval bepaalde ver-
storingen. Men zou zich kunnen voorstellen dat op zo'n tijdstip door het 
computerprogramma een dobbelsteen gegooid wordt en dat afhankelijk van de 
warp het systeem een weg inslaat, die binnen de grenzen van de zich voor-
doende mogelijkheden ligt. Wanneer op vaste tijdstippen beslissingen geno-
men warden omtrent de eventuele veranderingen in u1 en~, dan verkrijgt 
men een ander model dan voorheen. Het is de bedoeling van dit onderzoek 
het gedrag van zo'n model te analyseren. 
3. De mens in het systeem en andere beperkingen 
In hoeverre is de toekomst bepaald? 
In de inleiding is reeds gesteld dat door het aanbrengen van verstoringen 
het model aannemelijke~ zal warden. Er zijn drie typen verstoringen aan te 
brengen: 
a. verstoringen van de coefficienten a. en de koppelingsfaktoren f .. Het 
i i 
is te verwachten dat het model slechts een redelijke benadering zal ge-
ven voor het geval de toestandsvektor X in de omgeving van x0 ligt, aan-
gezien het rechterlid van (4) gebaseerd is op een locale benadering van 
G(X) uit (1). Ook is in (4) geen rekening gehouden met een eventuele 
tijdsafhankelijkheid, zodat men voor een redelijke benadering ook t-t0 
klein moet nemen. Het is daarom waarschijnlijk dat de berekende waarden 
van a. en f. over enkele tientallen jaren of zelfs al over enkele jaren 
i i 
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niet meer op zullen gaan. Wat wij eigenlijk doen is extrapoleren vanu.it 
het heden naar de toekomst. De veranderingen zullen echter niet stochas-
tisch zijn, maar zullen een zekere trend vertonen. Zo heeft men door 
middel van r2 en r 4 de invloed van de welvaart op de bevolkingsgroei 
willen vastleggen, men zou zich kunnen voorstellen dat in de loop van 
de tijd deze koppelingsfaktoren andere waa.rden aan zullen nemen dan men 
nu vermoedt. Daar dit trendeffekt belangrijker is dan het randomeffekt, 
zullen wij hier geen stochastische verstoringen op los laten. Helaas 
kan ook de trend er niet ingebracht worden, om.dat wij niet bekend zijn 
met dergelijke toekomstverwachtingen voor systeemcoefficienten en koppe-
lingsfaktoren. 
b. Verstoringen van de toestandsgrootheden 
Hier doen zich twee mogelijkheden voor: 
b1. verstoring v~ de beginwaa.rden 
(7) 
Men kan de invloed van deze verstoring op de toestandsgrootheden 
op een tijdstip t(>t0 ) nagaan. Wij hebben hier een keuze gemaakt en 
hebben alleen v0 verkleind tot 1/4 van zijn oorspronkelijke waarde. 
Het resultaat was dat binnen 10 jaar de vervuilingskromme weer ging 
samenvallen met de kromme behorende bij de oorspronkelijke v0 • De 
oorzaak kan liggen in de kleine halveringstijd '\, of in de normering 
van het stelsel niet-lineaire differentiaalvergelijkingen. 
b2. verstoringen voor t > t 0 
Het systeem ondervindt invloeden van bu.iten af, het is dan niet 
autonoom meer. Het stelsel wordt geschreven als 
dX dt = G(X,t) • 
Wij denken hierbij speciaal aan periodieke verstoringen. In para-
graaf 7 zal de invloed van dergelijke verstoringen geanalyseerd war-
den. 
c. verstoringen van de stuurcoefficienten 
Wanneer de stuurcoefficienten volgens een gegeven schema gevarieerd 
worden afhankelijk van de waa.rden van de toestandsgroothedeµ (terugk.op-
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peling), dan kan dit geheel weer als een gesloten systeem beschouwd war-
den. Indien u. differentieerbaar naar tis, zou men bijvoorbeeld kunnen 
1 
schrijven 
(8a) a.x dt = G(X,U) , 
( 8b) dU dt = V(X) • 
De systeemverstoringen via u. van het teruggekoppelde systeem ziJn het 
1 
best te vergelijken met de systeemverstoringen via a. en f. van het sy-
1 1 
steem zonder terugkoppeling. De twee belangrijkste typen verstoringen 
via u. warden veroorzaakt door 
1 
- de beperkte nauwkeurigheid waarmee de toestandsgrootheden be-
paald kunnen warden (verstoringen van V(X)). 
- de beperkte nauwkeurigheid wa.armee het stuurapparaat korrigeert 
(verstoringen van G(X,U) via U). 
Om bij het interpreteren van eventuele afwijkingen niet in moeilijkhe-
den te geraken, houden wij slechts rekening met verstoringen van het 
tweede type. 
Hoe wordt er gestuU1'd? 
Wanneer men een model construeert, wa.arbij de stuurvariabele gekoppeld 
wordt aan het systeem door een stelsel (8b) maak.t men een zodanige ideali-
sering dat het model redelijk hanteerba.ar wordt. Het lijkt ons op het mo-
ment echter zinvoller om een andere aanname te maken, waarbij de sturings-
coefficienten discontinu varieren. De overweging hierbij is dat het sturen 
vaak een discontinu karakter vertoont, er wordt ingegrepen als er een drem-
pel bereikt wordt (de crisissituatie). In het vervolg zal daarom aangenomen 
warden dat u. stapsgewijs varieert. Er bestaan drie mogelijkheden: 
1 
u. vermindert met een zeker percentage, 
1 
u. blijft onveranderd, 
1 
u. neemt toe met een zeker percentage. 
1 
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Als de ender c genoemde irerstoring een normale verdeli_ng heef't, dan is 
voor het geval de beslissing genomen wordt om niet te sturen de verdeling 
van u. gegeven in f'iguur 1. Wanneer u. met een f'raktie s. verminderd wordt 
1 · · 1 1 




0 0 1-s. 1 1 
f'ig. 1 fig. 2 
In het computerprogramma zal punt c als volgt verwerkt worden. Eerst wordt 
er bepaald of er bijgestuurd moet worden, als dat zo is, dan wordt 
u. 
1 gest 




= u. ( 1+kr.) 
1 1 gest 
De verstoring kr. is niet normaal verdeeld, maar homogeen: d.w.z. k is een 
1 
getal dat getrokken wordt uit een verza.meling met een homogene verdeling 
op het interval [-1,+1], r. is de maximale verstoring. Aannemende dat men 
1 
niet in staat is buiten de grenzen van waarschijnlijke toestanden te stu-
ren, kiezen wij r. > s .• Doordat een gerichte sturing op zijn beurt weer 
1 1 
verstoord wordt, kan het resulterend effekt tegengesteld zijn aan de be-
doelde ingreep, indien 
( 1-s. )( 1+r. )>1 
1 1 
of' (1+s.)(1-r.)<1 • 
1 1 
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In het hier uitgewerkte model wordt het sturen gediscretiseerd in tijd-
stippen met een vaste onderlinge afstand. Men zou zich kunnen voorstellen 
dat op deze wijze het periodiek wisselen van (mondiale) regeringen ~~simu-
leerd wordt. De periode zal daarbij gevarieerd warden van 1 tot 16 jaar. 
Wat wordt belangrijk gevonden? 
Forrester spreekt van Material Standard of Living (welvaart) en Quality 
of Life (welzijn). Deze grootheden moeten door geschikte sturing maximaal 
worden. Daar men echter ook aan de mens van de toekomst moet denken, zal 
men een gewogen gemiddelde van deze grootheden willen optimaliseren. Van 
der Grinten en De Jong maakten de veronderstelling dat wij bij het streven 
naar welzijn, naast het welzijn van onszelf ook het welzijn van de mens 
over 100 jaar zullen betrekken. Wij willen deze veronderstelling niet over-
nemen, maar keren terug naar de basisgrootheden en nemen aan dat de mens 
er priJs op stelt dat 
a. de bevolking beneden een zeker maximum en boven een zeker minimum blijft, 
b. de vervuiling beneden een vastgesteld maximum blijft, 
c. de hoeveelheid bodemschatten binnen een zekere tijd niet halveert, 
hetgeen inhoudt dat verondersteld wordt dat men bij deze variabele in 
staat is een trend te herkennen. 
Bij de simulaties is gebleken dat in het model de benedengrens voor de 
bevolking de eerste volgende 175 jaar niet overschreden wordt zolang wij 
deze op minder dan 2/3 van het huidige peil stellen. Eveneens bleek dat 
door sturing via u2 (=u4) de halveringstijd van de bodemschatten redelijk 
snel gekorrigeerd kon warden. Wij zullen deze deelproblemen daarom in het 
vervolg niet meer in de beschouwing betrekken. 
Hoe word.en katastrofen voorkomen? 
Wanneer een of meerdere grenzen van het type a, b of c gedurende een 
zekere periode warden overschreden, zodat de wereld als systeem van het 
ene op het andere moment niet meer door (4), (5) en (6) beschreven wordt, 
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dan zeggen wij dater sprake is van een katastrofe. Men zou zich er op toe 
kunnen leggen het model op zodanige wijze uit te breiden dat ook katastro-
fen in het systeem bevat zijn door aan de toestandsvariabelen van het hui-
dige systeem een aantal toestandsvariabelen en parameters toe te voegen, 
waardoor een relatie tussen die nieuwe en oude variabelen gelegd kan worden, 
die diskontinuiteiten in de huidige variabelen m.ogelijk maakt. Wij zullen 
hier bij de slotopmerkingen op terugk.omen. 
Wij gaan nu na hoe het met behulp van het tot nu toe behandelde systeem 
mogelijk is te beschrijven wat zich afspeelt bij een katastrofe. In het si-
mulatieprogramma zal de katastrofe gerepresenteerd worden door volgens een 
vaste formule bepaalde, abrupt optredende veranderingen van toestandsgroot-
heden en coefficienten van het stelsel (4), (5). Laten wij de overschrijding 
van een marimaal toelaatbare vervuiling als voorbeeld nemen. Uit figuur 3 
kan men aflezen op welk moment men een katastrofe kan verwachten bij gege-
ven vervuiling. De geschetste kromme is gebaseerd op de situatie dat de 
individuele mens wordt blootgesteld aan elektrische stroom of radioaktivi-
teit (deze veronderstelling is sterk spekulatief; hij maakt het ens echter 
mogelijk iets konkreets te zeggen). 
R 
fig. 3 




tijdsduur van overschrijding van 
vertikaal aangegeven vervuiling 
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fig. 5 invloed van sturing 
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--- ongestuurd 
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fig. 6 invloed van sturing 
gestuurd met herh,korrektie 
---ongestuurd 
beslissingen per 4 jaar 
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~ is het gebied waar het systeem degenereert, d.w.z. een of meerdere toe-
standsgrootheden warden konstant (b.v. nul) en hebben geen invloed meer op 
de andere. In het gebied R blijft het systeem (4), (5), (6) onaangetast. 
De twee gebieden warden gescheiden door een band van gebieden K0 , K1, •.• , 
~-1, waar katastrofen optreden die het systeem kunnen deformeren. Voor 
biologen, economen, sociologen en politici ligt hier een taak. Ten eerste 
zouden zij moeten aangeven wat de katastrofengebieden zijn. Ten tweede zul-
len zij de gegevens moeten verschaffen welke het mogelijk maken de kata~ 
strofen in het programma te representeren. 
Wij onderscheiden: 
a. katastrofen waarbij het systeem zich herstelt, bijvoorbeeld P, I of B 
warden gehalveerd of gedecimeerd op het moment van overschrijding. Men 
zou deze als nieuwe beginwaarden kunnen beschouwen. 
b. katastrofen waarbij het systeem blijvend deformeert. De coefficienten 
a. en de koppelingsfaktoren veranderen blijvend. In dat geval zal er een 
l 
nieuwe katastrofengrafiek gekonstrueerd moeten warden. 
Bij het gegeven beslissingsschema kan men door het uitvoeren van simulaties 
de mate van ingrijpen (s2 ) via de investeringen bepalen, opdat men in ge-
bied R blijft. Als s 2 ontoelaatbaar groat zou warden, dan kan men nagaan 
waar men terecht komt bij de uiterst haalbare s2 . 
4. Het beslissingsschema 
Figuur 4 geeft het schema volgens welke de beslissingen genomen warden. 
Indien V > Vmax dan wordt u2 met een fraktie s2 verminderd, dit gebeurt bij 
iedere beslissing opnieuw, totdat V gaat afnemen, dan laat men u2 ongewij-
zigd. Als echter V < Vmax' dan wordt u2 telkens met een fraktie s2 vermeer-
derd, totdat u2 = 1. Eenzelfde regel wordt toegepast ten aanzien van Pen 
u 1. In figuur 5 zien wij het resultaat als men niet herhaald bijstuurd, 
maar slechts eenmalig korrigeert, waarbij de korrektie ongedaan gemaakt 
wordt, als de toestandsgrootheid weer onder de maximaal toelaatbare waarde 
komt. Figuur 6 geeft een indruk van de invloed van herhaalde korrekties, 
zoals wij die hierboven beschreven hebben. 
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5. Maximale variaties in de toestandsgrootheden 
Bij het bepalen van de variaties in de toestandsgrootheden voor zowel 
het ongestuurde als gestuurde probleem bleek het zinvol voor de maximale 
verstoringen r. respektievelijk de waarden 
l 
r 1 = .025, r 2 = ,075, 
te kiezen. Zowel voor het sturen met eenmalige korrektie als met herhaalde 
korrektie kozen wij 
s 1 = .02, 
p = 5 X 109 , 
max 
V = 4 x 109 . 
max 
In de laatste paragraaf komen wij nog terug op de keuze van deze getallen. 
De periode tussen twee tijdstippen, waarop beslist wordt over de waarden 
van de stuurcoefficienten, is vier jaar genomen. In het ongestuurde model 
is deze periode ook aangehouden voor de verstoringen. De waargenomen 
variaties in de toestandsgrootheden zijn gegeven in tabel I. 
maximale variaties * % model ln van 
p I V B 
ongestuurd 3.8 2. 1 8.9 2.7 
gestuurd ,.,. korr. 2.8 2.0 6.3 2.3 eenm. 
gestuurd herh. korr. 1.0 3.6 6.6 1.7 
* over 8 runs 
Tabel I 
Gezien het geringe effekt van eenmalig korrigeren (zie fig. 5) zullen wiJ 
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6. Invloed van de beslissirigsperiode op het gestuurde systeem 
In de figuren 7 en 8 stellen WlJ gestuurde systemen met een beslissings-
periode van en 16 jaar tegenover een gestuurd systeem met een beslissings-
periode van 4 jaar. Bekijken wij de resultaten voor jaarlijkse bijsturing 
dan valt op dat de toestandsgrootheden onderhevig ziJn aan sterke fluktua-
ties (de eerste afgeleide varieert sterk). Het is zelfs zo dat de oplossing 
na enige tijd gaat oscilleren in een omgeving van de toegestane maximale 
vervuiling. Hoewel het beoogde effekt, terugdringing van de vervuiling, wel 
bereikt wordt, is deze korte beslissingsperiode niet te verkiezen. Iedere 
ingreep vereist een zekere "inspanning" of in termen van het wereldmodel 
"investeringen" (De in [5] geintroduceerde funktie F(u.) zou beter F(u. ,u.) 
l l l 
gesteld kunnen warden). Weliswa.ar hebben wij dit niet in het model opgeno-
men, het is echter mogelijk om bij het zoeken naar een optimale beslis-
singsperiode hier toch rekening te houden. Het sturen met korrekties om de 
16 jaar heeft het overwegende bezwaar, dat het beoogde resultaat in het 
geheel niet benaderd wordt. Verdere berekeningen laten zien dat de meest 
wenselijke periode tussen 3 en 6 jaar ligt. In table II zijn de ma.ximale 
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Wij hebben de simulaties· ook uitgevoerd voor het geval de stuurkorrek-
tie s. evenredig is met de beslissingsperiode, zodat men na een voldoende 
1 
aantal jaren op gelijke waarden van de stuurvariabelen kan uitkomen voor de 
diverse gestuurde systemen. Het resultaat was dat men, weliswaar minder ge-
prononceerd, tech dezelfde verschijnselen bleef waarnemen. 
7. Invloed van konjunktuurfluktuaties op het gestuurde systeem 
Wij nemen nu aan dat in het model de nieuwe investeringen op een zoda-




Men zou hierbij kunnen denken aan de invloed van konjunktuurf7,uktuaties. 
Bij iedere simulatie warden de amptitude van de verstoring c, de periode 
Tc, de beginfase ~c en de beslissingsperiode (of verstoringsperiode) Tb 
konstant gehouden. Het zal blijken dat de konjunktuurschommelingen de in-
vesteringen direkt beinvloeden en dat de vervuiling volgt met een zekere 
vertraging. Bij het ongestuurde systeem middelt de invloed van deze externe 
periodieke verstoring uit. 
Voor het gestuurde systeem onderscheiden wij twee gevallen. 
a. Tc~ Tb, het blijkt dat de invloeden van de konjunktuurschommelingen 
redelijk uitmiddelen over de periode 1970-2100. 
b. T = T, er kunnen diverse situaties ontstaan. In de volgende voorbeel-
c b 








vergelijkingstijdstip ter bepaling van 
• • het teken van I en V 
t---►-
In de figuren 9 en 10 ziJn twee karakteristieke gevallen geschetst. In fi-
guur 9 vallen de beslissingstijdstippen in een konjunktuurfase die een po-
sitieve invloed heeft op de investeringen en een rernmende invloed op de ver-
vuiling. Het resultaat is te zien in figuur 11; de investeringen en de ver-
vuiling stijgen ver boven hun oorspronkelijke waarden (± 50%); er is geen 
sprake van uitrniddelen. In tegendeel, de gevolgen van een reeks onjuiste 
beslissingen stapelen zich op. Wij hebben hier te ma.ken met een soort 
resonantie effekt. In figuur 10 starten de konjunktuurschornmelingen in te-























fig. 11 invloed van konjunktuur-
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pen op momenten waarop de investeringen achter blijven en de vervuiling 
toeneemt. Het resultaat is afgebeeld in figuur 12. Vervuiling en investe-
ringen liggen ± 25% onder de overeenkomstige waarden van het systeem zonder 
konjunktuur. 
Hoe kunnen deze onverwachte effekten verklaard warden? Het antwoord 
ligt besloten in het beslissingspatroon. Dit is zodanig, dat in een situa-
tie waarin de vervuiling daalt, maar grater is dan de toegestane waarde, 
de stuurcoefficient ~ ongewijzigd blijft. Als de vervuiling stijgt en 
grater is dan de toegestane waarde, dan wordt er sterker afgeremd (u2 wordt 
kleiner), zie figuur 4. In figuur 9 wordt op ieder beslissingstijdstip de 
vervuiling afgeremd. ten gevolge van de verstoring van de investeringen. Als 
de vervuiling het globale maximum nadert, treden zodanige schommelingen in 
V op dat deze zelfs even daalt ten tijde van de beslissing. Er wordt dan te 
weinig afgeremd op weg naar de vervuilingstop, waardoor de vervuiling de 
kans krijgt om behoorlijk te stijgen. In figuur 10 vertoont de vervuiling 
juist een sterk opgaande tendens op de beslissingstijdstippen. Dit heeft 
extra afremming van de vervuiling tot gevolg. Bij het nemen van de beslis-
sing was men telkens te pessimistisch. 
Hoe zou men nu de eventuele invloed van konjunktuurschomm.elingen ge-
heel kunnen elimineren? Een oplosssing zou ziJn om alleen een beslissing 
te nemen om af te remmen als zowel de vervuiling als de investeringen stij-
gen, en niets te doen als beide dalen, in de andere gevallen wordt de be-
slissing telkens een jaar opgeschort, totdat de vervuiling en de investe-
ringen gelijk opgaand of neergaand zijn. Aangezien de fluktuaties zelf niet 
waar te nemen ziJn in de grafieken, geven wij in appendix B de numerieke 
resultaten behorende bij een dergelijke simulatie, waarbij uitgegaan is van 
de ongunstige situatie van figuur 11. Het resultaat is te zien in figuur 13; 
de invloed van de konjunktuurschommelingen wordt inderdaad uitgemiddeld. 
8. Enige gevolgtrekkingen 
Alvorens konklusies te trekken uit de resultaten van dit onderzoek, 
zullen wij eerst enkele beperkingen van dit model vermelden: 
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a. Het beslissingsschema lS gebaseerd op de aanname, dat men bij het nemen 
van beslissingen niet geleid wordt .door een kwanti ta ti eve analyse van 
P, I, Ven B. Er wordt bovendien geen rekening gehouden met trends (voor 
de bodernschatten wel). Dit zijn beperkingen die wij ons bewust opgelegd 
hebben. 
b. Konjunktuurfluktuaties worden beschouwd als een externe periodieke ver-
storing van het systeem. In een uitgebreider model zou de konjunktuur 
zich moeten manifesteren als een uitvloeisel van systeem + beslissings-
patroon. In het geval van jaarlijkse sturing (fig. 7) treedt een verge-
lijkbaar verschijnsel op. De oplossing fluktueert dan in een omgeving 
van de maximaal toelaatbare vervuiling. 
c. Bij het kiezen van de waarden van de stuurvariabelen s. hebben wij ons 
l 
in de eerste plaats laten leiden door de "reakties" van het wiskundig 
model en hebben die waarden genomen, die een significant effekt hadden. 
Wij zullen dan ook niet pogen de resultaten te interpreteren naar de 
numerieke uitkomsten. Voorop staat de ontwikkeling van een model dat de 
interaktie tussen de wereld als systeem enerzijds en de mens als stuur-
systeem anderzijds beschrijft. 
De konklusies die wiJ, rekening houdend met de bovengenoemde beperkin-
gen, kunnen trekken zijn de volgende: 
a. Het is mogelijk een beleid te voeren, waarbij beslissingen genomen war-
den, die gebaseerd zijn op kwalitatieve gegevens. Onder een beleid ver-
staan wij in het model een vooraf gegeven schema volgens welke de stuur-
coefficienten gevarieerd worden afhankelijk van de waarden van de toe-
standsgrootheden. 
b. Wanneer in een systeem meer dan een periodiek proces bevat is, dan kun-
nen kumulatieve verschijnselen optreden (resonantie). In het wereldmo-
del is als voorbeeld genomen het beslissingsproces (mondiale meerjaren 
plannen of regeringswisselingen) en konjunktuurfluktuaties. 
c. In het algemeen is een gestuurd model gevoeliger voor verstoringen van 
de coefficienten u 1, u2 . Dit is als volgt te verklaren: door het sto-
chastisch element kan het tijdstip dat men besluit in te grijpen enigs-
zins varieren. Valt dit tijdstip aan de vroege kant, dan blijft de in-
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greep langer ir..werken op het systeein. Passeert men een aantal beslis-
singstijdstippen dan waaieren de diverse runs steeds verder uit elkaar. 
Wanneer de beslissingstijdstippen echter dicht op elkaar liggen, dan kan 
dit divergente karakter teniet gedaan warden. 
d. Indien wij in staat zouden zijn katastrofen in het model op te nemen zo-
als voorgesteld in paragraaf 3, dan zou het stochastisch element een 




Tot nu toe is het zo dat bij voldoende klein gekozen r. de schare van op-
1 
lossingen voor diverse runs willekeurig dicht bij elkaar komen te liggen. 
Of in wiskundige termen: de toestandsvektor X ligt op een tijdstip twin 
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Als wij katastrofen invoeren, dan is bij zekere waarden vans., a. en f. 
l l l 
een serie runs mogelijk, waarvoor X op het tijdstip t tot een n-voudig sa-
w 
mengesteld gebied behoort. Voor r. + 0 
l 
trekken de gebieden ~ zich samen in 
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In figuur 15 is de situatie voor n = 2 geschetst. Een run voor die waarden 
vans., a. en f. loopt langs een kritiek pad, dat zich op een zeker tijstip 
l l l 
splitst ten gevolge van eenkleine verstoring, die de ene keer het pad naar 
Q1 en de andere keer naar Q2 geleidt. Deze overgang van de ene familie van 
oplossingen naar de andere komt overeen met het bestaan van een separatrice 
in de faseruimte van het dynamisch systeem. Mogelijk zou het te overwegen 
zijn dit verschijnsel ook in verband te brengen met bifurkaties. In [8] 
geeft Wiener een aantal voorbeelden van systemen die allen een dergelijke 
onbepaaldheid van de toestandsgrootheden met elkaar gemeen hebben. Zonder 
de suggestie te willen wekken dat deze problematiek direkt aansluit bij be-
kende methoden uit de biomathematica, noemen wij twee onderwerpen die een 
zekere verwantschap met het bovenstaande vertonen. Dat zijn de studie van 
drempelverschijnselen in een zenuwmembraan (de regel van "all or nothing") 
[1] en het onderzoek van singulariteiten van systemen met behulp van dif-
ferentiaaltopologie [7,9]. 
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Appendix A 
Wij beschouwen het deelsysteem 
dB u4 
- = - IB • dt B0 
met I= I 0 en B = B0 op het tijdstip t = t 0 . Voor de baankrommen in de fase-
ruimte geldt 
dI 
- = -dB 
Integratie levert 





Trachten wij B = B(t) te bepalen dan stuiten wij op een integraal, die ka-
rakteristiek is voor problemen uit de populatiedynamika, zie ook [3]: 
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Appendix·B 
JAAR Ul u2 Ul u2 pop. inv. verv. bod. 
( verstoord) (gepland} 
19/U +l,J2 +1.02 +1. no +1.00 +. ~H,1io+10 +,3b4ao+10 +,.56lio+10 +,799ao+12 
19/1 +l,02 +1,02 +1.00 +:i .• no +. 36610+10 +.3l32io+10 +.J7oio+10 +,79510+12 
19/2 +l,02 +i,02 +1.PO +~ .• 0 0 +,::i:7oio+1o +,398ao+10 +.40510+10 +,791ao•12 
19/3 +1,IJ2 +1. 02 +1.['0 +:t. 00 +,375,o+10 +. 4U61a+10 +,43110+10 •. 787.,,,+12 
19/4 +1,U2 +1.02 +1., 0 0 +1.00 +. 38Q.,,,+1 O +,40711,1+10 +. 44'110•10 •, 783,o+12 
1915 +1,U2 +1.02 +1.00 +:t.00 +. 38410+10 +,410,..,+10 +, 44910+10 +. 77910+12 
~ +1,u2 + 1. 0 2 +:t. 0 0 +1, 0 D +. 380,.+:l 0 +, 423,o•10 +,46U10+10 +. 77510+12 
1917 +1. C? +.89 +1.00 +,95 +.39410+10 +. 4J910+10 +,48.3 .. +10 +,77110+12 
19/8 +l,U2 +,89 +1.00 +,95 +.398io+10 +,453ao+10 +. ~1-~10+10 •,76810+12 
1919 +l,02 +.89 +1.00 •,95 +,403,o+lO +, 4 ?9ae+10 +.53!j10+10 +. 764,.+12 
19 ,u +l, :J2 +,89 +1.00 +,95 +, ',0810+10 +. 4 5810+10 ,. • :i4~,.+10 +. 76010+12 
l9M1 +l,ii2 +, t10 +1.00 +,95 +. 41210+10 +.4~9 .. +1() +,55110+10 +. 756,o+12 
19ci2 +111 J 2 +,89 + :l . n IJ +,95 +.'•1710+10 +, 4i'010+10 +.~5110+10 +,752 .. •12 
19?"3"" +1. U1 +.94 +1. f10 +,90 +.'2210+10 .... 40810+10 +.579,.+10 +,74810+12 
l 9t,4 +l, 1Jl +.94 +1.00 +,90 +,'127,o+'.:.0 .., • 'JU510•10 ,.. • 61:~10+10 •. 7 44,.+12 
l9o:i +1, 111 +.94 ... 1. 0 0 +,90 +. '· 3110+10 .... 51210+10 +. 64410+10 +, 73910+12 
19b6 +1, J 1 +. 94 +1.00 +,90 +,t:~6,o+lP + • ':i J.1. lO + 1 Q +. 661 1,.+10 +. 73510+12 
19b7 +1, (il .,. • 911 +1.00 +, 90 +.l41,o+1f1 ... , '>:i.,3 .. -i.10 +. 66~110+10 +. 730,.+12 
1908 +1,lll +,94 +1.00 +,90 +.445,.+1iJ +,5t:?10+1Q +,f.>7'1,.+10 +, 726,.+12 
l9b9 + ',)9 +.88 +1. oa ... So +,·",010+:10 +.'::i4?10•10 +. 699,.+10 +,72210•12 
1 9 -1 CJ +. ':)9 +.b8 + 1.. (J ,, .... Ro +. 4:,4, .... JO + .'. 1 ~810+10 +. /3:J .. +10 +,717,.+12 
l\Nl + 11 -19 +,&8 +l.00 +. 8 6 +,45810+10 +,':io310+10 •• 76710+10 +. 71310+12 
1992 + ~ :)9 +.Sr +1. no +,86 +. 4 62,.+ 10 +.'5o,,a+10 +. 78:1,.+10 o1-. 708,.+12 
l9YS +. ';i9 +,88 +1.0fl +, 86 +. 46610+j 0 +. '?0?10•10 +.78J,.+10 +,704,o+12 
19~1 4 +,Ci'/ +,88 +1.00 +,86 +,47110+10 +,?/210+10 +,79410+10 +, 70010+12 
~ +:i.. ul +,83 +::.. 0 0 +,81 +,475,o+lO ... , ';ll:l810+10 +. !jlfl .. +10 +,69510+12 
1'196 +1, iJl +. 8;~ +1. no +. e1 +.4BO,o+10 +, 6[J2,o+10 +. 84!:! .. +10 +. 691,.+12 
199/ +l, Cl +,83 +l o ;1 +.81 +,48510+10 +,nU'510"'10 +.877,.+10 +,68710+12 
1991:l +1, I, 1 +,83 +1 . 0 0 +.81 +,"!:i9,o+10 +,6U?10+10 +. 889,.+10 +. 68310+12 
1999 +1, ul •r, 83 +1.no ·, 81 +,49410+10 +,6U1,o+10 +,887,.+10 +,67810+12 
<! U I) Q +1. ~-1 +,83 +1. riu +,81 +.49910+10 + .',U910+10 +,88910+10 +,67410+12 
~ + l.. c) 1 +.72 +1.0U +, 7 7 +,504,.+10 ... ,,,2110+10 +. 9QS,o•10 +. 670 .. +12 
e, U U 2 1-1.u1 +,72 +1.00 .., , 77 +,50!310+10 +. 60l10+10 +. 92::i10+10 +.667 .. +12 
~uus +l,Jl +,72 +1. 0 (j +,77 +.~13,o+ln +,nJ2ae+10 +. 94,5 .. +10 +. 663,.+12 
c: 0 Ii 4 +l,dl +.72 +:I.OU "". 7 7 +. 518,o+l Cl +, 5.,:A,o+10 +. 94o,.+10 ... , 65910+12 
i::u u5 +1,Cl +. 7 2 +1. 00 ·•, 7 7 +. 52210+'.1. G + • ':J 2 :s ,. + 1 0 +,93610+10 +. 655,.+12 
c:u ()6 +1, L 1 +,72 +J - 0 0 +,77 +."'26,.+10 +, 6c!dao+10 +.92d 10 +10 +,652,.+12 
,:'. u u ; +.99 +,74 +1. n,1 +,77 +,530,o+l(I +, fi40,o+10 +,93410+10 +,64810+12 
1-U U ts +.·:,I +,72 +.98 +,74 +. !:>34,o+l O +. 64910+10 +. 95d,.+10 +,644 .. +12 
,:'.[.J 119 +' ·:>'/ +,72 + . L") :3 +, l 4 +,537,.+10 +,64910+10 +."16l,.+1(1 +, 64010+12 
1'.U'U +. 'J 1 +. 72 +.9d +,74 .., . 540,o+l D .... 64310+10 +,"16010+10 +. 637,.+12 
dl.i :'. l +. t; 7 +.7'2 + ' (; 8 -t-,74 +. 54310+1 l.1 ,.. . 6:::iQ10+10 +. 95!j,.+10 +,633 .. +12 
2U12 +.'JI +,72 +.98 +,74 +.54510+10 +. h'1310+1C +.95u 10 +10 +,f-29 .. +12 
tO:;, 3 +, ·:1 I +,72 •. 98 +,74 +,5413,.+10 +. 6~310+10 +. 95:,10+10 +. ~-26,o+12 
,::(J 14 +,96 +.68 +,97 +. i 0 +,550,o+lO .... f>o010+10 +. '17110+10 +. (22,o+12 
~015 +. <.'6 +,68 +.9i +,70 +,553,o+10 +. n59,o+10 +.98610+10 +,61910+12 
~U'.'.6 +,':16 +.68 +.97 .... "/0 +,555,o+lO +, 6::i?ae+10 ,. • 98t:10+10 +. 61510+12 
.:0:_7 + .. :'6 ➔-, 6fl +.97 +,70 +, 556,o+ U' +.64710+10 +, 969,.+10 +. 612,.+12 
~uHl +.96 +,6R +.97 +,70 +,'.',5710+1C +. 64910+10 +. 95b,o+10 +, 60910+12 
~U19 + • SI 6 +.68 +.97 +,70 +.559,o+10 +. t,~ 7 .. +10 +,959,o+10 +,605 .. +12 
C. u "- u +. )5 +,64 +.96 +,66 +. ~,6010..,ln ,.. • f>o?,o+10 +. ':17010+10 +, 602,.+12 
"- lJ "1 +,,5 +,64 +,96 +,6b +,:,61,.+~[1 +,60010+10 +.970 .. +10 +. 599,.+12 
lU.::~ +. c:-,~ +.64 +.9b +,66 +,562,.+10 +. 65:::>10+10 +.973,.+10 +. '::>96,.+12 
~Ot'.3 +. t,,5 +. 64 +.96 +,A6 .,562,o+lC' +,64610+10 +."15/10+10 +. 59310+12 
.:014 +. )::> +,64 +.96 +,66 +,'56210+1n +. 0'1610+10 +. 94:~ .. +10 +, '.>90 .. •12 
~ [J.: 5 +. ,,5 +,64 +,96 +,66 ♦, 563,o+'.L 0 .... "~210+10 +,941,.+10 •. '>87 .. +12 
;,::u~o +. ',I 5 +.69 +.96 +,66 +,563..,+10 +,658io+l0 +. 94'1,.+10 •,583 .. +12 
20.0 +.95 .. , 64 +.94 +,63 +,563,o+1G +.0~610+10 +,95010+10 +.~8010•12 

